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1.6   极限存在准则 两个重要极限

1.6.1   两边夹准则（夹逼准则，迫敛性）

1.6.2   单调有界准则
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1.6 极限存在准则---两个重要极限

,
lim , lim , .

n n

n nn n

z y
z a y b a b

→∞ →∞

≥

= = ≥

收敛数列的保序

则

性：若 而

1.6.1  两边夹准则

n n nx y z设数列 、 、 满足条件：

2( ) lim , limn nn n
y a z a

→∞ →∞
= =

 limn nn
x x a

→∞
=则数列 的极限存在，且有

定理1.6.1

1 1 2( ) , ( )n n ny x z n≤ ≤ = ，，
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 lim , lim ,n nn n
y a z a

→∞ →∞
= =证

1 1 nN n N y a ε∃ > − <当 时

,N n N∴ = >取 当 时，恒有

nx a− < ε即nn na y z ax− +≤< ≤ <ε ε  lim nn
x a

→∞
∴ = 。

2 2 nN n N z a ε∃ > − <当 时

n n nx y z设数列 、 、 满足条件：

2( ) lim , limn nn n
y a z a

→∞ →∞
= =

lim .n nn
x x a

→∞
=则数列 的极限存在，且有

定理1.6.1
1 1 2( ) , ( )n n ny x z n≤ ≤ = ，，

, .n n n ny z y z
( 1)利用两边夹准则求极限关键是构造出

与 并且 与 的极限是

注

容易求的

：

na y a +<⇒ − <ε ε
nz a⇒ < + ε

 0∴∀ >ε

{ }1 2max ,N N

0 0(2) n n nN n N y x z∃ ∀ > ≤ ≤条件( 1)可改为： ， 成立
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例1 计算 2 2 2
1 2

1 2
lim
→∞

 + + + + + + + + + n

n
n n n n n n n



解 由于 ( )2 2 2 1
1

i i i
i n

n n n n n i n n
≤ ≤ ≤ ≤

+ + + + + +

故

2 2 2
1 2

1 2
n

n n n n n n n
≤ + + +

+ + + + + +


2 2
1 2 1 2
2

( ) /n n n
n n n n n

+ + + +
=

+ + +


2 2
1 2 1 2

1 1
( ) /n n n

n n n n
+ + + +

≤ =
+ + + +


1
2

所以

2 2 2
1 2 1

21 2
lim
n

n
n n n n n n n→∞

 + + + = + + + + + + 

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1 ( ) ( ) ( )g x f x h x≤ ≤（） ，

( ) lim ( ) .f x f x A=则函数 的极限存在，且有

定理1.6.2 (函数的两边夹准则)   

f(x), g(x), h(x)设函数 满足条件

极限的趋向，可以是任何情形，只要是同一过程。

1 3 5 4 ( ) ( ),
lim ( ) , lim ( ) , .

. . h x g x
h x a g x b a b

≥
= = ≥

若 而

则

定理 推论 （保序性）

2  ( )lim ( ) lim ( )g x A h x A= =，

0
0( ) ( )x U x x X∈ >或
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sin xy
x

=

0
1sinlim

x

x
x→

=下证：0sinlim
x

x
x→∞

=
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A

C

( )0
2

, ,O AOB x x π
<∠ = <设单位圆 圆心角

sin , , tan ,x BD x AB x AC= = =于是有 弧

xo

B

D

.ACO∆作单位圆的切线，得

,BDOAB的高为∆

0
1sinlim

→
=

x

x
x例1 证明：

1 10 sin 1 tan
2 22 2

xx x xπ
< < < <当 时,

OAOAB OACBS SS< <三角形 三角形扇形

0 : 0
2

x x→ < <
π

可假设
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tin ans x x x<<

sin 1,cos xx
x

< <

0
2

xπ
− < <当 时，

,
2

0 时当
π

<< x xcos10 −<
2

sin2 2 x
= 22( )

2
x

< ,
2

2x
=

,0
2

lim
2

0
=

→

x
x

 ,0)cos1(lim
0

=−∴
→

x
x

,1coslim
0

=∴
→

x
x

,11lim
0

=
→x

又 .1sinlim
0

=∴
→ x

x
x

0
2

x π
⇒ < − < sin( ) tan( )x x x⇒ − < − < −

sin n0 tax x x⇒ > >> i0
2

s n xx xπ
⇒< < <

0
2

x π
< <当 时,

0
2

x π
< <当 时, 0

2
xπ

− < <或当 时，
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0
2 tan( ) lim

x

x
x→

= 0

1sinlim( )
cosx

x
x x→

⋅

20

13 cos( ) lim
x

x
x→

−
=

2

20

2
2

sin
lim
x

x

x→

0 0

1sinlim lim
cosx x

x
x x→ →

= ⋅ 1=

2

0 2

1 2
2

2

sin
lim

( )
x

x

x→
=

1
2

=

0
2 51  sin( ) lim

sinx

x
x→
=例

0

5 5
5

sinlim
sinx

x x
x x→

⋅

0 0

55 5
5

sinlim lim
sinx x

x x
x x→ →

⋅ =＝
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x1x 2x 3x 1+nxnx

满足条件如果数列 nx

,121  ≤≤≤≤ +nn xxxx 单调增加

,121  ≥≥≥≥ +nn xxxx 单调减少
单调数列

几何解释: A M

定理1.6.3(单调有界收敛准则) 单调有界数列必有极限.

1.6.2  单调有界收敛准则

（1）单调增加有上界，（2）单调减少有下界

证明详见华东师范大学数学系编《数学分析》
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例3

.)
(333

的极限存在式

重根证明数列 nxn +++= 

证 1 0,n nx x+ > >用归纳法可证 { }是单调递增的nx∴

1 3 ,3x = <又 ,3<kx假定 kk xx +=+ 31 33 +< ,3<

{ } ;nx∴ 是有上界的

,31 nn xx +=+ ,32
1 nn xx +=+ ),3(limlim 2

1 nnnn
xx +=

∞→+∞→

,32 AA += 2
131,

2
131 −

=
+

= AA解得 (舍去)

.
2

131lim +
=∴

∞→ nn
x

lim nn
x

→∞
∴ 存在
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1  ( )证 设

11 11 1,
n n

n nx y
n n

+
   = + = +   
   

1
1 2 1

1 2 1 0
1

( )
n

n
n i

a a a
a a a a

n

+
+

+

+ + + ≤ ≥ + 


 

1

1

11 111 1
1

( )
n

n

n n

n
nx x

n n

+

+

 ⋅ + +  ∴ = + ⋅ ≤ =   +   
 

例4 证明：
11 1( ) lim( )n

n n→∞
+

12 1( ) lim( )x

x
e

x→∞
+ =

2 718281828. ;e= = 
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2

1

1

1 11 111
1 2

( )
n

n

n n

nnn n
y n n y

+

+

+

 + +   += ⋅ ≤ =  + +   
 

{ } , { } ,n nx y∴ 单调递增 单调递减

11lim( ) ( )n

n n
e

→∞
∴ + 在 记为存

11 11 1
n

n n

n

x ye
n n

+
   + < +   


= <

 
=


且

11 11 1,
n n

n nx y
n n

+
   = + = +   
   

1 12 4n nx x y y<= ≤ ≤ =

1n ny y+∴ ≤

11nx
n

 = ⋅ + 
  nx>
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11lim ( )x

x
e

x→+∞
+ =下证 1[ ] , ,x n n x n= ≤ < +记 则 有

11
x

x
 + 
 

< <

11
1

lim
n

n n→ ∞

 + + 

11lim ( )
→+∞

+ =x

x
e

x

111
1
11

1

lim

n

n

n

n

+

→∞

 + + =
+

+

e=

由两边夹准则得

11
1

11
1

xn

n n
 ≤ +  +

 ++ 


1111 11
n n

x n

++
 + ≤  + 

 
 
 

11 1 11 1 1lim lim
n n

x n
e

n n n

+

→+∞ →∞

      + = + ⋅ + =      
       

而
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, , tt xx → −∞ →− +∞=若令 则 时

1 11 1lim lim
x t

x tx t

−

→ ∞ →− +∞

   ∴ + = −   
   

11 11 1
1 1

lim
t

t t t

−

→ ∞+

    = + ⋅ +    − −     

1
lim

t

t

t
t+→ ∞

 =  − 

11 11 1
1 1

lim lim
t

t tt t

−

→+ →+∞ ∞

   = + ⋅ +   − −   
e=

,x → −∞当 时

11
1

lim
t

t t+→ ∞

 = + − 

1u t= −这里令 1x= − −

1( ) ,xx t t→ −∞= →+ +∞−即： 则 时

1( ,)t x= − +不妨直接令
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1 ,) ,( x tx t= → −∞ → +∞− +令 则 时

11 11 1
1

( )

lim lim
x t

x tx t− +

− +

→ ∞ → ∞

   ∴ + = −   +   

1 11 1lim
t

t t t→ ∞+

    = + ⋅ +    
     

1

1

( )

lim
t

t

t
t

− +

∞+→

 =  + 

综上有
11lim( )x

x
e

x→∞
+ =

11 ( )

lim
t

t

t
t

+

+→ ∞

+ =  
 

0

1
!n n

∞

=

= ∑

1 11 1lim lim
t

t tt t→ ∞ →+ ∞+

   = + ⋅ +   
   

e=

,x → −∞当 时
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1

0
5   1: lim( ) x

x
x e

→
+ =例 证明

1 ,x
y

=证 令

1

0
1lim( ) x

x
x

→
∴ +

16 1 1( ) lim( )x

x x→∞
−例 求

  , ,x t x t= − → ∞ →∞令解

11lim( ) t

t t
−

→∞
= +原式

1
11

lim
( )

t t

t
→∞

=
+

1
e

=

0x y→ →∞则 等价于

11lim( ) y

y y→∞
= + e=

1∞型



1 1

1
lim

( )
x x

x
→∞

=
+

解 原式2
1

( ) lim( )x

x

x
x→∞ +

3 1( )lim( )x

x x
k

→∞
+

原式 ( )
1

0
1lim

k

t
t

t
→

 = +  
ke=

11
.

lim( )
k

k
x
k

x

x

→∞
= +或：原式 11lim

ku
k

u
e

u→∞

  = + =  
   

( 0)k ≠

1
e

=

0  , , .kt x t
x

= → ∞ →令解
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0

0  1 1
0

sin( ) " " lim
x

x
x→

=型 ：小结

1

0

12 1 1 1( ) " " lim( ) lim( ) yx
x y

x e
y

∞

→ →∞
+ = + =型 ：

一般地， ( )
1

0

11 1lim lim
→∞ →

 + = + = 
 

v

u
v u

u e
v

0
1sinlim

→
=

u

u
u

   0 0tan , ,u x x u= → →则当 时解 令

( )
0

5 1 cot( ) lim tan x

x
x

→
+

1

0
1lim( )u

u
u e

→
∴ = + =原式

( )
1

0
1 tanlim tan x

x
x

→
= +
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